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ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА
В статті проаналізовано складові похиб-
ки вимірювання кутів високоточним вимі-
рювачем кута на основі гоніометра з кільце-
вим лазером. Розглянуто розподіл похибки, 
проведено оцінку ймовірності густини роз-
поділу похибки
Ключові слова: похибка вимірювання, 
випадкова гаусова величина, густина випад-
кової величини
В статье проанализировано составляю-
щие ошибки измерения углов высокоточным 
измерителем углов на основе гониометра с 
кольцевым лазером. Рассмотрено распреде-
ление ошибки, проведено оценку вероятно-
сти плотности распределения ошибки
Ключевые слова: ошибка измерения, слу-
чайная гауссова величина, плотность слу-
чайной величины
In article it is analyzed making errors of 
measurement of corners by a precision measur-
ing instrument of corners on the basis of gonio-
metr with the ring laser. Distribution of an error 
is considered, lead an estimation of probability 
of density of distribution of an error
Key words: an error of measurement, a ran-
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1. Вступ
Дослідження в даній статті відносяться до області 
високоточного вимірювання кутів у приладобудуванні.
Аналіз публікацій та літератури показав, що в 
літературі [1-4] відсутній аналіз складових похибки 
вимірювань високоточним вимірювачем кута на основі 
гоніометра з кільцевим лазером, тому проведемо такий 
аналіз в даній статті.
Задача полягає у дослідженні закону розподілу по-
хибки вимірювання кутів високоточним вимірювачем 
кута на основі гоніометра з кільцевим лазером ∆ϕ  та 
ймовірностей розподілу густину P{| | },∆ϕ ε ε> > 0 .
Мета статті: провести аналіз складових похибки 
вимірювання кутів високоточним вимірювачем кута 
на основі гоніометра з кільцевим лазером за допомогою 
методів теорії ймовірностей.
2. Відомості про похибку
Похибка вимірювання кутів визначається вира-
зом:








де ϕ  – виміряне значення кута,















































t t t tϕ ϕ π π, , , ,, , ,2 2 2 1 2 2  – незалежні гаусові випадкові вели-
чини з параметрами:
Mt Mt Mt Mtϕ ϕ π π, , , ,1 2 2 1 2 2 0= = = =
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3. Попередні відомості про ∆ϕ
Перепишемо ∆ϕ  у зручному вигляді.
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де θ = ϕω πωπ π ϕ ϕ0 2 2 2 1 0 2 12( ) ( ), , , ,t t t t− − −  – гаусова ви-
падкова величина Mθ = 0 ,













2 24( ) ( ), , , , , (3)
η  – гаусова випадкова величина Mη π= 2













































cov ( , )θ η  – гаусов вектор, оскільки його можна 
представити у вигляді лінійного перетворення гаусо-
вого вектора з незалежними компонентами.
Дійсно, нехай
ξ π π1 2 2 2 1= −t t, ,



































Тому сумісна густина випадкових величин, θ η,  – 
задається формулою [5]:
Зауваження 1.
У випадку, якщо σ σ σ σ σϕ ϕ π, ,1 2 1 2 2= = = = ,
то σ ω σ ϕ πθ
2
0
2 2 2 22 2= +[ ] , σ ω ση
2
0







Зауваження 2. Випадкова величина θ η/  не має 










( , ) , а цей інтеграл розхо-
диться, тому що ρθ( , )0 0 0≠ .
4. Розподіл ∆ϕ
Знайдемо густину розподілу ∆ ∆ϕρ ϕ( )z . За форму-
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Розглянемо інтеграл:



















































































































































































Таким чином, з (8) і останньої формули витікає:
P x y
x x y y
θ η
η θ θ ηπσ σ ρ ρ σ
ρ π
σ σ









































P z y zy y dy





























∫ dy, ( )9
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Значення А, В і С дані перед (10);









Застосування формули (12) тяжке, тому що вона 
громіздка і P z∆ϕ( )  не виражається через елементарні 
функції. Тому ймовірності (х>0) можна обчислювати, 
використовуючи наближені методи для обчислення 
інтервалів.
P x z dz z dz
x
x




∫ ∫( ) ( ) , (13)
5. Оцінка ймовірності P ∆ϕ ε>{ }






де η η π1 2= −  – нормальна випадкова величина 
Mη1 0= ,







2= = +( ), , .
Для заданого ε > 0  і будь-якого 0 2< <δ π  маємо: 
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dt Ф , (16)
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6. Оцінка ймовірності P n∆ϕ ε>{ }  при багатократних 
вимірюваннях












де N kϕ , N k2π  – визначається як і раніше (k – номер 
вимірювання k n= 1, ).


















де ∆ϕk  – незалежні випадкові величини, розподі-











, , , (22)
де θk  і η1k  розподілені так само, як θ  і η1  у по-
передньому пункті.
Точно так, як у попередньому пункті, для заданого 
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, , ,= =
< −{ } = − ≥ −{ } = − ≥ −{ }  =∏1 1 11 11 1η δ η δ η δ












































































































































Зауважимо, що формули (17), (18.), (26), (27) можна 









































 у формулі (26) 
також мають бути малими.
7. Спрощений підхід до задачі
Передбачається, що t t t tϕ ϕ π π, , , ,, , ,1 2 2 1 2 2  – урізані гаусові 
випадкові величини, обмежені постійною S. Тоді з пер-






де θ ϕω πωπ π ϕ ϕ= − − −0 2 2 2 1 0 2 12( ) ( ), , , ,t t t t ,
тобто θ ϕω πω η ωθ π π< +[ ] = = −2 20 0 1 0 2 2 2 1S S t t, ( ), , ,
отже η ω η1 0 12≤ =S S .
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 мале настільки, що цією похиб-





 – гаусова випадкова величина M∆ϕ = 0 , 
D∆ϕ σ πθ=
2 22/ ( ) .
Зауваження 3. У випадку виразу з реверсом, тобто 
коли визначають, крім кута ϕ і додатковий кут 2π ϕ− , 
за яким потім обчислюють ϕ  і результати спостере-
жень усереднюють, справедливі всі попередні резуль-
тати, тільки треба брати наступні значення σθ
2  і ση
2 :
σ
ω σ σ ϕ π πϕ π τ τ
θ
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Висновки
1. Похибку вимірювання кутів представлено у ви-
гляді випадкових гаусових величин θ  та η . Приведено 
значення їх моментів Mθ = 0,  Mη π= 2 , дисперсій, гау-
совий вектор, представлено у вигляді лінійного пере-
творення гаусового вектора з незалежними компонен-
тами. Виведено вираз для густини випадкових величин 
як у загальному випадку, так і у окремих випадках.
2. Виведено вираз для розподілу густину ρ ϕ∆ ( )z  ви-
падкової величини ∆ϕ .
3. Проведено оцінку ймовірності густини розподілу 
похибки використовуючи наближені методи для об-
числення інтервалу.
4. Проведено оцінку ймовірності густини розподілу 
похибки при багатократних вимірюваннях.
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